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Shapley Value
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➢ Shapley Value：合作博弈论概念

➢ 衡量多个参与者对工作的贡献

Let 𝑁 = {𝑧1, … , 𝑧𝑛} be a finite set of players and let 𝒰: 2𝑁 → ℝ be a 

“game value” function for sets of players. For each player 𝑧𝑖:

𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛


𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖

𝒰 𝑆 ∪ 𝑧𝑖 −𝒰 𝑆

𝑛−1
|𝑆|

➢ 从空集开始随机地添加参与者，当添加𝑧𝑖时引起𝒰

函数值变化，𝑧𝑖的Shapley值就是这一变化的期望

➢ 所有参与者的Shapley值之和为𝒰(𝑁)



Shapley Value



Shapley Value



Monte Carlo Sampling

(7 + 13 + 10)/3 (10 + 4 + 8)/3 (7 + 7 + 6)/3



充分利用计算的效应函数值

➢ 本质是采样边际效应𝓤 𝑺 ∪ 𝒛𝒊 −𝓤(𝑺)

➢ 计算的边际效应越多，结果越精确

➢ ∀𝑆 ⊆ 𝑁,𝒰(𝑆)在Shapley Value的计算中被用到的次数：

➢ ∀𝑧 ∈ 𝑁 ∖ 𝑆,𝒰 𝑆 ∪ 𝑧 − 𝒰(𝑆)

➢ ∀𝑧 ∈ 𝑆,𝒰 𝑆 − 𝒰(𝑆 ∖ {𝑧})

➢ 共𝑛个边际效应需要用到𝒰(𝑆)

➢ 理想情况：算法中任意计算的𝒰 𝑆 都被充分利用（𝑛次）



充分利用计算的效应函数值

➢ 实际情况：不可能全部充分利用

➢ 假设计算了𝒰(𝑆)

➢ 若要充分利用𝒰(𝑆)，需要对∀𝒛 ∈ 𝑵 ∖ 𝑺计算𝒰(𝑆 ∪ {𝑧})

➢ 若要充分利用𝒰(𝑆 ∪ {𝑧})，需要对∀𝒛′ ∈ 𝑵 ∖ (𝑺 ∪ 𝒛 )计算𝒰(𝑆 ∪ {𝑧, 𝑧′})

➢ …

➢ 需要对所有𝑺 ⊆ 𝑺′ ⊆ 𝑵计算𝒰(𝑆′)

➢ 同理，需要对所有𝑺′ ⊆ 𝑺计算𝒰(𝑆′)

➢ 若要保证计算的效应函数全部充分利用需要计算𝑁的全部2𝑛个子集



边际效应 vs. 互补效应

𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛


𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖

𝑀𝐶𝑖(𝑆)

𝑛−1
|𝑆|

=
1

𝑛


𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖

𝐶𝐶𝑁(𝑆 ∪ {𝑧𝑖})

𝑛−1
|𝑆|

定理

➢ 边际效应：𝑴𝑪𝒊 𝑺 = 𝓤 𝑺 ∪ 𝒛𝒊 −𝓤 𝑺

➢ 互补效应：𝑪𝑪𝑵 𝑺 = 𝓤 𝑺 −𝓤(𝑵 ∖ 𝑺)



边际效应 vs. 互补效应

𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛


𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖

𝐶𝐶𝑁(𝑆 ∪ {𝑧𝑖})

𝑛−1
|𝑆|

定理

➢ 采样互补效应𝓤 𝑺 ∪ 𝒛𝒊 −𝓤(𝑵 ∖ (𝑺 ∪ {𝒛𝒊}))

➢ ∀𝑆 ⊆ 𝑁,𝒰(𝑆)在Shapley Value的计算中被用到的次数：

➢ ∀𝑧 ∈ 𝑆,𝒰 𝑆 − 𝒰(𝑁 ∖ 𝑆)

➢ ∀𝑧 ∈ 𝑁 ∖ 𝑆,𝒰 𝑁 ∖ 𝑆 − 𝒰 𝑆

➢ 有且仅有𝑛个互补效应需要用到𝒰 𝑆 ,𝒰(𝑁 ∖ 𝑆)

➢ 算法中任意计算的𝒰 𝑆 都会被充分利用



边际效应 vs. 互补效应

𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛


𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖

𝐶𝐶𝑁(𝑆 ∪ {𝑧𝑖})

𝑛−1
|𝑆|

定理

➢ 采样互补效应𝓤 𝑺 ∪ 𝒛𝒊 −𝓤(𝑵 ∖ (𝑺 ∪ {𝒛𝒊}))

➢ ∀𝑆 ⊆ 𝑁,𝒰(𝑆)在Shapley Value的计算中被用到的次数：

➢ ∀𝑧 ∈ 𝑆,𝒰 𝑆 − 𝒰(𝑁 ∖ 𝑆)

➢ ∀𝑧 ∈ 𝑁 ∖ 𝑆,𝒰 𝑁 ∖ 𝑆 − 𝒰 𝑆

➢ 有且仅有𝑛个互补效应需要用到𝒰 𝑆 ,𝒰(𝑁 ∖ 𝑆)

➢ 算法中任意计算的𝒰 𝑆 都会被充分利用



基于互补效应的采样算法

Example：



层次采样方法

𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛


𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖

𝐶𝐶𝑁(𝑆 ∪ {𝑧𝑖})

𝑛−1
|𝑆|

=
1

𝑛
⋅ 

𝑗=0

𝑛−1
1

𝑛−1
𝑗



𝑆⊆𝑁∖ 𝑧𝑖
𝑆 =𝑗

𝐶𝐶𝑁 𝑆 ∪ 𝑧𝑖

=
1

𝑛
⋅ 

𝑗=0

𝑛−1

𝑆𝑉𝑖,𝑗

= AVG(AVG(𝐶𝐶𝑁
𝑖,𝑗
))

➢ For each 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛：

➢ Repeat 𝒎𝒋 times：

➢ 采样大小为𝑗的集合𝑆 ⊆ 𝑁

➢ For each 𝑧𝑖 ∈ 𝑆：更新𝑆𝑉𝑖,𝑗

➢ For each 𝑧𝑖 ∈ 𝑁 ∖ 𝑆：更新𝑆𝑉𝑖,𝑛−𝑗

➢ For each 𝑧𝑖 ∈ 𝑁：𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛
⋅ σ𝑗=0

𝑛−1 𝑆𝑉𝑖,𝑗

层次采样算法

采样总数为𝒎，如何合理分配各层次采样数𝒎𝒋以获得最小估计方差？



最小化方差方法

𝑆𝑉𝑖 = AVG(AVG(𝐶𝐶𝑁
𝑖,𝑗
))

设𝑣𝑎𝑟 𝐶𝐶𝑁
𝑖,𝑗

= 𝜎𝑖,𝑗
2 ，则有（用期望𝐸 𝑚𝑖,𝑗 代替采样数𝑚𝑖,𝑗）：



𝑖=1

𝑛

𝑣𝑎𝑟 𝑆𝑉𝑖 =
1

𝑛


𝑗= 𝑛/2

𝑛 σ𝑖=1
𝑛 (

𝜎𝑖,𝑗
2

𝑗
+
𝜎𝑖,𝑛−𝑗
2

𝑛 − 𝑗
)

𝑚𝑗

令方差和最小化，即求解

Jerzy Neyman. 1992. On the two different aspects of the representative method: the method of stratified sampling and the method of purposive selection. In Breakthroughs in statistics. 
Springer, 123–150.



最小化方差方法

使用拉格朗日乘数法解得：

最小方差采样数分配算法

➢ 第一阶段：先进行小范围采样，估计𝜎𝑖,𝑗
2

➢ 第二阶段：计算最优的𝒎𝒋并进行后续采样



基于误差界的方法

Rémi Bardenet and Odalric-Ambrym Maillard. 2015. Concentration inequalities for sampling without replacement. Bernoulli 21, 3 (2015), 1361–1385.



基于误差界的方法

采样集合𝑆时，会更新 𝑆𝑉𝑖, 𝑆 |𝑧𝑖 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆𝑉𝑖, 𝑁∖𝑆 |𝑧𝑖 ∈ 𝑁 ∖ 𝑆

直观上，最好选择误差最大的估计值来更新，即采样：

令Δ𝑖,𝑛−𝑗 = 𝜖𝑖,𝑛−𝑗 − 𝜖𝑖,𝑗，则有：

则问题转变为计算：

可以贪心求解



基于误差界的方法



实验结果：采样数-误差率曲线

➢ 基于边界效益的方法

➢ MC：基于随机排列的经典蒙特卡洛采样

➢ MCN：基于最优分配的层次采样

➢ MCH：基于Hoeffding界的层次采样

➢ 基于互补效益的方法

➢ CC：普通随机子集采样

➢ CCN：基于最小方差的层次采样

➢ CCB：基于误差界的层次采样



实验结果：误差率降至10%所需的时间

➢ 基于边界效益的方法

➢ MC：基于随机排列的经典蒙特卡洛采样

➢ MCN：基于最优分配的层次采样

➢ MCH：基于Hoeffding界的层次采样

➢ 基于互补效益的方法

➢ CC：普通随机子集采样

➢ CCN：基于最小方差的层次采样

➢ CCB：基于误差界的层次采样


